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RESUMEN

En este trabajo se examinan a un nivel elemental las correlaciones en estados
puros y mezclados de un sistema de fermiones no interactuantes, debidas a la
condicion de antisimetria respecto al intercambio de particulas. Se deriva
ademas una densidad de correlacion para fermiones en un pozo infinito
monodimensional, y se examina para diferentes nimeros de particulas y para
algunos estados excitados.

ABSTRACT
In this work the correlation between non-interacting fermions arising from
antisimetry is examined in pure and mixed states at an elementary level. As an

example, correlation density is computed and plotted for basal and excited states of
different numbers of fermions confined in an infinite monodimensional well.

INTRODUCCION

Se sabe que para construir estados puros de muchas particulas se puede emplear una
base de productos directos de estados de una particula:

11,2,3,.....N> = [n$n2>0Jn3>.... | nN> () 1)

Decir que las particulas son indistinguibles equivale a decir que cualquier estado puro
generado intercambiando dos de las particulas en este producto es equivalente al
original.

Como el valor esperado de cualquier operador se calcula con el vector de estado y su
vector adjunto, un cambio de signo no se refleja en él, y la equivalencia entre dos
estados no es afectada por un camlacidno. Aparecen dos posibilidades para
que el intercambio de dos particulas genere un estado equivalente: cambiando el signo
(antisimetria respecto a la permutacion) y dejando el signo igual (simetria de
permutacion). La primera es caracteristica deféomionesy la segunda de los
bosones.[1]

Cuando se impone la antisimetria respecto al intercambio de particulas este producto
debe entenderse como un determinante de Slater, es decir, una suma algebraica de
todos los posibles productos internos de los stados n1,n2,mN con ginos dados

por la paridad de las permutaciones que los generan.

Cuando se necesita describir un estado en el que no se tiene informafcién completa de
ningun observable, hay que construir aperador densidad sumandoproyectores

sobre estados puros ponderados por probdidades. Cuando este operador
consta de més de un proyector, se tiene lo que se llaessado mezclado. [2]



Como se genera en base a stados puros antisimétricos, Un estado mezclado de varios
fermiones tampoco tiene términos con dos o mas estados de particula individual
iguales en distintos subespacios.

El proyector se genera con un producto diaddico de un ket con su bra respectivo:
P(la>)=|a><a]| (2)

El operador densidad es entonces
p =2 Rla><a| 3)

Ahora bien, para hablar de correlacion examinaremos la definicién clasica de
correlacién entre dos eventos, que se basa en la probabilidad de que ocurran ambos:

P(ly2) = P(1) P(2) + C(1,2) (4)
donde C es la correlacion

Podemos definir una correlacién entre estados de un fermién y otro extendiendo la
expresion para la probabilidad clasica por una para el operador densidad del sistema
total, y :

P(la(1)>y [b(2)>) = <b(2)|<a (Blla (1)>[b(2)>

= <a (1)lp: [a(1)><b(2)p 2 [b(2)> + C (a(1),b(2)) ®)
es decir
p=p1lp .+C (6)
Donde
C (a(1).b(2)) = <b(2)I<a (19| |a (1)>|b(2)> —<a(1Y|a(1)><b(2}p|b(2)> (7
El operador C es entonces el operador de correlacion. Este tiene traza cero y se

transforma bajo cambios de base en 1y 2 como un tensor de rango 2, por lo que suele
llamarse tensor de correlacion. [3]

Por otro lado, para un estado puro de N fermiones, el operador densidad se construye
como el producto diadico de un determinante de bras y uno de kets :

R = Det[|n1#H n2>[1... | nN>] * Det[<n1<n2|Cl. <nN]] (8)

Como los determinantes exigen que todos los estados sean diferentes, los productos
entre términos de bras y kets no pueden contener factores iguales para dos particulas
diferentes. En un término cualquiera:

(Jn1>) n2>01... | nN>)(<n<n2|Cl. <nN]|) =
= |nl><mlfi n2><mJCl... | NN><mN| 9)

SIMETRIA DEL OPERADOR DENSIDAD:

si en el determinante de los kets hay un término
[m13m2>... mN>



el término correspondiente en los bras tendra el mismo signo, y el producto directo de
ambos sera

|[m1><m1 m2><m3 [ m3><m3dd... [ mN><mN]|
gue es simétrico respecto a intercambio de particulas.

Hay productos diadicos cruzados de diferentes términos de kets y bras que no son
simétricos respecto a intercambio, como:

|al><b2[]|b2><a]dn3><n3[....... [0 mN><mN]|

pero cada uno de ellos tiene un término asociado con el mismo signo que al sumarse
hace un total simétrico.

|al><b2]]|b2><a]d|n3><n3|......[ mN><mN]|
+ |b2><alfljal><b2]|n3><n3|......[ MN><mN]|

Estos términos son negativos en un estado antisimétrico y positivos en uno simétrico.
Por ello, en un estado antisimétrico con dos estados al y b2 iguales, estos términos se
cancelarian con otro par egalente.  Por lo tanto, sdips signos con que aparecen
estos términos cruzados los que marcan la diferencia entre las densidades de
fermiones y bosones.

SON LOS OPERADORES DENSIDAD DE ESTOS ESTADOS
FACTORIZABLES?

Examinemos como seria un operador densidad que fuera simplemente un producto :

P=pllp 2P 3P p N (11)

Como? debe ser simétrico y estar compuesto por un solo término, todos los factores
qgue lo conforman deben ser iguales, cada uno una combinacion equiprobable de los

proyectores sobre todos los estagois= (1/ N) Z ; |n><nj (12)

El operador densidad producto tendrfagdoductos directos, correspondientes a todas
las posibles combinaciones de los N estados en todos los érdenes posibles.

A este operador simétrico le llamaremos densidad factorizable.
CUAL ESENTONCESLA CORRELACION?

Volviendo a la definicién cuantica de correlacion (6):
C=Pwa— P1lOP20Op30..uuueeee O pN (13)
C= P total — P factorizable (14)

Los términos comunes a ambos operadores estaran en la correlacion con un factor de
(1/N! = 1/NY), que es la diferencia de las constantes de normalizacién.  Este factor,
como se ve, es positivo. Los que en uno sean positivos y en el otro negativos
aparecen con un factor de —(1/N! + YN



Los términos con factores repetidos, que no aparecerpgn aparecen en la
correlacién con un factor de YN

EL HUECO DE FERMI

La correlaciéon que se acaba de describir, consecuencia de la naturaleza antisimétrica
de las amplitudes de prohfidad, aparece en sistemds fermiones aunque estos no
interactaen. Su aspecto mas conocido es sin dudttueto de Fermi, que es

como se le llama a la disminucién en la densidad de probabilidad de encontrar una
particula cerca a otra en el espacio.

Para estudiar este fendmeno es necesario definir un operador densidadopara
particulas, para lo cual es necesarnieducir el operador densidad calculando la traza
sobre todos los subespacios menos los de dos particulas.

p=Trsa.n[p] (15)

Tomar la traza sobre el subespacio de una particula equivale a reemplazar el factor
correspondiente d@roducto directo por su trazala traza de los piyectores (Ja><al)

es siempre uno, pero la traza de productos externos entre un bra y un ket diferentes es
cero :

Tr (p|la><b]) =ap (16)

De modo que en el proceso de calcular la traza, muchos términos se anulan. Solo
aportan al operador densidad reducido los que solo tienen proyectores en los espacios
en los que se calcula la traza.

El operador densidad factorizable es :
Pract = (L/16N) Zaipi (Jai>+|bi>)(<bi| + <ai|)](|ai>+|bi>)(<ai|+<bi]) a7)
El operador densidad total es :
’p = (1/4N(N-1))?a?; (Jai><ai|0|bi><bi| - |ai><bi[]|bi><ai)
+ |bi><bi|?qai><ai| - |bi><ai[l|ai><bil|) (18)

El operador de correlacién reducido para fermiones, que es la diferencia entre los dos
anteriores, es:

C=((5-4N)/Np - (1/16N) Z.ipi (Jai><a|Jai><ai|+|bi><biAbi><bil
+ (Jai><all| + |bi><bi|)J(|ai><bi| + |bi><all)
+ (@i><bi| + |bi><ai|)d(Jai><ali| + |bi><bi|)
- ((3+4N)/(4N(N-1)))(Jai><biJi|bi><ai| + |bi><dJ|ai><bi|) (19)

Esta expresion explicita para la correlacion de dos particulas promedio ain no puede
ilustrar el Hueco de Fermi, ya que este no se refiere a correlaciones en cualquier tipo
de estados, sino a correlacioegzaciales.

Para eso hay que pasar la correlacion a la representacion de coordenadas, asi :

R (x1,x2 ; x1", x2") = (<x2] <x1|p (|x1>|x2>) (20)



Para pasar a esta representacion se tiene en cuenta que <x2|nl> corresponde a la
funcion de onda para el estado nl en términos de x2, es decir

<x2|n1> =Wy (x2) (21)

Con esta representacion del operador densidad, se puede calcular las probabilidades de
una configuracion con una particula en la posicion x1 y otra en la posicion x2 asi :

P (x1,x2) =fJR (x1,x2 ; x1’, x2")9(x1-x1") (x2-x2’) dx1’ dx2’ (22)
P (x1,x2) = R (x1,x2 ; x1, x2) (23)
EL HUECO DE FERMI EN EL POZO INFINITO MONODIMENSIONAL

Se puede ilustrar facilmente este fendmeno con un sistema fisico sencillo, como lo es
el pozo infinito monodimensional. Se ha probado que en una dimensién el
caracter fermiénico o bosonico de las particulas no es absoluto [1], pero en lo que
sigue supondremos que restringimos el intercambio de unos en otros en nuestro
sistema. Las funciones de onda para este sistema son :

Wi(x) = (2/L)*? senQrix/L) (24)
Haciendo L=1 yeemplazando :
Re(x1,x2)=(1/4N) . (senfrx1)+senbrixl) ’(sen@rx2)+senprx2) ) (25)
Re(X1,Xx2) = (L/N(N-1))52i (serf(@amxl) sef(bmx2)  +
+ 2sen(ax1)senbrixl)sen@rx2)senprix2) +
serf(brx1) serf(arx2) ) (26)
C = (BN+1)/(N(N-1)) R(x1,x2)— (1/4NP) Z,ipi(sert(arxl) ser(arx2) +
+ (sen(ax1) senbrixl)(serf(arx2) +seR(brx2))
+ (sef(amxl) +seA(bmx1)) (sen@rx2) senprx2)
+serf(brx1)seri(bmx2) (27)

Graficando estas cantidades para los estados basales de dos, cuatro y 16 particulas en
el pozo se obtiene:

figura 1a Densidad de probabilidad para dos fermiones
figura 1b Correlacion para dos fermiones




figura 2a Densidad de probabilidad para cuatro fermiones
figura 2b Correlacion para cuatro fermiones

figura 3a Densidad de probabilidad para 8 fermiones
figura 3b Correlacion para 8 fermiones

Estas graficas dan una idea muy intuitiva y clara de que la densidad de fermiones se
acumula lejos de las configuraciones donde dos de las particulas estan cerca.

Puede verse que si se integra en la direccién de x1 = x2 para obtener la funcién de
distribucion de pares [4], se estarian recogiendo muchas irregularidades del perfil de
distribucion de probabilidades, que impide tener una apreciacion mas limpia de los
efectos puramente correlativos.

Encontramos que la condicion de antisimetria se refleja en una correlacion entre
particulas que no interactdan, ya que aunque cada particula no es afectada por el
estado en que se encuentre otro fermion en el sistema, no puede acceder a ese estado.
Esto hace un efecto similar al de una repulsion entre las dos, pero que no depende
directamente de la energia.

Cuando se trata de particulas interactuantes con un potencial de rango finito, un
sistema de bosones con potencial de repulsidn puede simular un sistema de fermiones,
y uno de fermiong con potencial datraccion puede simulano de bosones. [1]

Al acumular particulas, la distribucién de probabilidades para distintas distribuciones
se hace mas plana, pero se hace mas nitido el hueco de correlacién (si bien un poco
mas estrecho).

Para estados excitados del sistema con cuatro fermiones, se observa una densidad y
una correlacion asi :



figura 4a Densidad de probabilidad para el primer estado excitado del sistema de 4
fermiones
figura 4b Correlacion para el primer estado excitado del sistema de 4 fermiones

figura 5 Densidad para estado doblemente excitado del sistema de 4 fermiones
figura 5b Correlacién para estado doblemente excitado del sistema de 4 fermiones

Puede observarse que en los estados excitados el hueco de Fermi se hace aun mas
acentuado, lo cual hace esperar que en estados de equilibrio térmico este fendmeno no
solo no desaparece sino que se acentlia mas, debido a que hay mas estados excitados
simétricos que se excluyen de al construir la densidad, estados que por ser simétricos,
tienen justamente maximos sobre la linea x1= x2, si bien cada vez mas altos y
estrechos. Estos maximos contribuyen en la funcién de correlacién con valores
negativos, dando lugar a una cresta de minimos.

CONCLUSIONES

El principio de exclusién de Pauli impone una correlacién importante en sistemas de

varios (muchos) fermiones, que observamos en el pozo monodimensional como un
hueco en la densidad de probabilidad para configuraciones con pares de particulas
cercanas.

Cuando existe un entrelazamiento adicional, la correlacién por exclusién sigue
estando presente, aunque afiadida a los demas efectos. Por eso, las medidas de
entrelazamiento (que es en general correlacion cuantica) son diferentes para fermiones



y bosones, y se definen para los primeros medidas maximales basadas en
representabilidd con productos dgeterminantede slater. [5]

El hueco parece tener mas largo alcance en longitud en estados de baja energia, pero
no desaparece en estados excitados, y es de esperar que tampoco en estados térmicos,
aun a temperaturas relativamente altos que permitan la figuracion palpable de estados
muy excitados.

Por lo tanto, este puede ser un efecto cuantico importante ain en sistemas que
se encuentren en estados de equilibrio térmico.

NOTAS

(*)En este trabajo se denota el producto directo como un producto no conmutativo, ya
gue no se indica a que particula se refiere cada factor, sino que se adopta un orden de
los subespacios que es el mismo de las particulas correspondientes. Esto, sin
embargo, no afecta ninguno de los célculos ni resultados.
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