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Resumen

Explicar el comportamiento de sistemas fisicos compuestos por colecciones de muchas particulas, que
interactdan entre si y a su vez describir su comportamiento teniendo en cuenta las variables fisicas que
intervienen, resulta en la mayoria de casos un poco complejo. En el caso de los gases existen procesos
muy interesentes de analizar y entre ellos estd el de difusion. Por eso, en el presente articulo se muestra
como se puede simular un proceso de difusién en 2D de un gas en el vacio y con otro gas usando dindmica
molecular. Se mide virtualmente la constante de difusién de cada sistema y se compara con el método
analitico, después de lo cual se muestra como podria determinarse la ley de Fick. Finalmente se aplica
el método de elementos finitos para dar solucién a la ecuacién diferencial que rige este fenémeno de
transporte para diferentes condiciones iniciales y de frontera.
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Abstract

The behavior of physical systems composed of many collections of particles, which interact with one
another and describe this behavior taking the physical variables involved, it is in most cases a little
complex to explain. In the case of the gases exist very interesting processes to analyze, namely, diffusion.
Therefore, in this article shows how you can simulate a process of diffusion gas-vacuum and gas-gas
in 2D using molecular dynamics. Virtually, We measured the Diffusion constant of each system and
compared with the analytical method, after which displays as could be determined Fick’s law. Finally
apply the finite element method to solve the differential equation that governs this transport phenomena
for different boundary and initial conditions.
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1. Introduccion

La difusién de los gases consiste en el transporte de
masa desde el lugar de mayor concentracién al de menor
concentracion con el objetivo de conseguir un estado
de equilibrio. Para el caso de un gas, esto consiste en
un movimiento de las particulas que conlleva a que, por
medio de colisione sucesivas, se termine por ocupar el
espacio donde hay menor concentracion.

Como este fendmeno de transporte se asocia con el
movimiento de las particulas, es posible usar métodos de
simulacién como los de Dindmica Molecular (MD) para
encontrar resultados respecto a este proceso. Por otra
parte, cuando se tiene una ecuacion diferencial parcial,
como la Ecuacion de difusién, se usan métodos de solu-
cién como el de diferencias finitas(DF)[1] o el de ele-
mentos finitos(FEM)[2] que permiten colocar cualquier
condicién inicial o de frontera.
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A continuacién se muestra la primera ley de Fick par-
tiendo de una coleccién de particulas que se simulan
por medio de MD. Adicionalmente se realizé una ani-
macién de dicha coleccién que muestra como al tran-
scurrir el tiempo, el sistema intenta ocupar todo el re-
cipiente. Se explica como se amplia el algoritmo para
un sistema conformado por dos gases distintos. Final-
mente, se muestra el formalismo empleado para la sim-
ulacién de la Ecuacién de Difusion por FEM vy se solu-
ciona el sistema para algunos casos particulares.

2. Primera ley de Fick por MD

La primera ley de Fick muestra que la corriente de
particulas es directamente proporcional a la derivada de
la concentracién respecto a la posicién, donde la con-
stante de proporcionalidad es la constante de Difusion.
El algoritmo usado para el movimiento de las particulas
es del tipo 1E y hace parte de la familia de integradores
simplecticos[3]:
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Donde X, V. F representa los vectores de posicion,
velocidad y fuerza de todas las particulas respectiva-
mente y M es la matriz de masa de las particulas que
para este caso se escoge como una matriz diagonal de
las masas de cada cuerpo. Con base en este algoritmo y
colocando una interaccién entre las particulas (Como la
interaccion de Vander Waals) se obtiene el movimien-
to de las particulas para un At dado. Se escoge o = 1
para que el valor del argumento dentro de la fuerza este
relacionado con el valor medio de la posicién X. Al re-
alizar este proceso para un sistema de particulas a una
interaccidon de Van der Waals se obtienen los resultados
mostrados en la Fig. 1.

Para generar las condiciones iniciales se usaron
nimeros aleatorios en la posicién de las particulas de
tal forma que si la particula se encuentra fuera de cierto
limite (en este caso fuera de la mitad del recipiente) no
se coloca y se evita la superposicién de particulas. Para
la velocidad de particulas se us6 un generador aleatorio
que obedece a la distribucién de Maxwell-Boltzmann,
donde la media de la gaussiana se escoge como la ve-
locidad més probable.

Después de comprobar la difusién visualmente (Fig.
1) se procede a medir la corriente y la derivada de la
concentracion respecto a la posicion. Para medir la cor-
riente se toma una pequeiia tira de ancho dz y se suman
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las velocidades de las particulas que se encuentran den-
tro de dicha tira (esto se puede hacer para particulas de
la misma especie) y se multiplica por la concentracién
de particulas en este punto. La derivada de la concen-
tracion respecto a la posicion se toma usando la deriva-
da central:

dn  n(x+ At) —n(x — At) 5

doe 2At @
Para calcular la concentracién se toma el nimero de
particulas que estdn en la pequefia tira y se divide por
el drea de este elemento.

Para mostrar los efectos de la Difusién se han colo-
cado 100 particulas de radio 3 (en unidades arbitrarias)
en un recipiente de drea 300 por 300. Aunque en real-
idad la concentracién es muy baja, lo que genera que
no se cumpla por completo la primera ley de Fick, si
se promedian los datos obtenidos para un mismo val-
or de dn/dx se obtiene una aproximacién lineal(Fig.
2). Con estos datos y la regression lineal se mide la
constante de Difusién, mostrando que por medio de la
Dindmica molecular se presenta naturalmente el proce-
so de Difusion. El dnico inconveniente que tiene el uso
de MD para simular este fenémeno es que requiere mu-
cho tiempo de célculo, lo que hace que para un sistema
de muchas particulas el proceso sea muy demorado.

Para colocar un sistema gas-gas basta con colocar
otro sistema de particulas y definir dentro de las inter-
acciones, la interaccion gas-gas, con cualquier clase de
interaccidn, por ejemplo la interaccién de Vander Waals
entre dos particulas distintas. Cabe resaltar que para re-
alizar este proceso con una fuerza a distancia como la de
Van der Waals, es necesario definir un radio de accién
para que se calcule la fuerza s6lo cuando las particulas
estan muy cerca.

3. Solucion de la Ecuacion de difusion por FEM

La ecuacién general de Difusidn tiene la forma:

ou
=5 3)

para solucionar por medio del método de elementos fini-
tos se usa el problema variacional[4] que aplicado a la
Ecuacién de difusion conduce a:

/ab Bl;‘”i(z) L Judvi(@)
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Donde las funciones v;(x) son las funciones base. Para
solucionar este problema dependiente del tiempo apli-
camos el método de Galerkin usando la funcién u(z, t)

como:

} do =k {m(x)
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Figura 1. Difusion de particulas hacia un espacio vacio
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Figura 2. Célculo de la Constante de Difusién y primera ley de Fick

n
u(e,t) = 3 a1y (@)
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que al realizar las correspondientes derivadas y reem-
plazar en (4) se tiene

- ’ u b gy dib;
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que se puede expresar en forma matricial como:
Ad+ kBa=F @)

que es un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas
de primer orden para las funciones a;(t). Al colocar (7)
en forma homogenea se puede resolver este sistema por
medio de algin método numérico como el de Euler.

En la Fig. 3 se muestra las soluciones encontrada para
una concentracion inicial en forma triangular y para una
concentracion inicial en una regién dada, como ocurre
para el caso mostrado en la seccién anterior.

4. Conclusion

Para realizar el proceso de difusién por MD no es
necesario tener nada acerca de la ecuacién diferencial
que rige dicho fendmeno, sélo basta con tener una in-
teraccion entre las particulas que se encuentran en los
limites que se desean. Este método permite el uso de

235

particulas para las cuales la ecuacion (4) no es valida.
En contraste, FEM parte de la Ecuacién diferencial para
obtener resultados pero su tiempo de calculo es relati-
vamente pequefio con el que necesitaria un problema
realizado por MD, ya que tendrian que agregarse gran
cantidad de particulas. El valor de la Constante de di-
fusion se puede determinar de la primera ley de Fick
que se encuentra por MD mientras que FEM requiere de
esta constante para determinar la solucién a cualquier
sistema con condiciones iniciales y de frontera, por ex-
trafias que se quieran. Con base en esto se puede decir
que estos métodos de simulacién se usan para condi-
ciones distintas y podrian ser complementarios, si por
ejemplo se usara MD para determinar la constante de di-
fusion se un sistema y FEM para solucionarlo en condi-
ciones iniciales y de frontera mas complejas.
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Figura 3. Solucién de la Ecuacién de difusién por FEM. Concentracién Inicial triangular(Izquierda) y cuadrada(Derecha)
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