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Resumen

Estudiamos un sistema cerrado de ecuaciones para una brana inmersa en un espacio volumen 5-dimensional,
la cual separa dos espacios volumen con diferentes constantes cosmológicas y acoplamientos Newtoni-
anos, rompiendo de este modo la simetrı́a de reflexión Z 2. En este caso no consideramos la presencia de
materia en el espacio volumen, pero si tenemos en cuenta un término que contiene la curvatura escalar de
la métrica inducida sobre la brana, el cual, conduce a una modificación de la cosmologia estandar sobre
la brana. Se obtienen tambien las ecuaciones modificadas de Friedmann.

Palabras Clave:Teorı́as alternativas de la gravitación, Gravitación en más de cuatro dimensiones, Cos-
mologı́a.

Abstract

We study the closed system of equations for a brane embedded in a five-dimensional bulk space, separat-
ing two bulk volumens with different cosmological constants and Newtonian couplings, breaking the Z 2

symmetry of reflection. We do not consider matter content in the bulk, but include the term containing
the scalar curvature of the induced metric on the brane, which leads to modification of the standard brane
cosmology. The modified Friedmann’s equations are obtained.
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1. Introducción

La idea de introducir dimensiones extra fue propuesta
inicialmente a comienzos del siglo XX por Nordström
y pocos años despues por Kaluza y Klein [1]. En los
últimos tiempos ésta idea a sido nuevamente retoma-
da en las teorı́as que tratan de combinar los principios
de la Mecánica Cuántica y la Teorı́a de la Relatividad
General, en particular aquellas basadas en el principio
de supersimetrı́a, especialmente las teorı́as de super-
cuerdas; que se expresan de una manera natural en más
de cuatro dimensiones [2]. En este caso, la fı́sica usual

en 4D se obtiene a través del mecanismo de reducción
de Kaluza-Klein, es decir, se compactifı́can las dimen-
siones adicionales sobre una variedad de tamaño muy
pequeño (del orden de la escala de Planck).

Desarrollos recientes en la teorı́a de cuerdas y la teorı́a
M han sugerido otra manera de compactificar las di-
mensiones extra. De acuerdo a estos planteamientos,
el modelo estandar de las partı́culas elementales se en-
cuentra confinado sobre una hipersuperficie (llamada
brana), la cual esta inmersa en un espacio de mayor di-
mensionalidad (llamado espacio volumen, el “Bulk”).
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Solamente la gravedad y otros tipos de campos, tales
como el dilaton, se pueden propagar en el espacio vol-
umen. En este contexto, nuestro universo se puede ver
como un objeto tipo brana. Esta idea surgió original-
mente de manera fenomenológica (ver [3]-[7]) y tiempo
despues retomada en la teorı́a de cuerdas. Dentro del
escenario de los mundos brana, las restricciones sobre
el tamaño de las dimensiones extra no son tan fuertes.
Debido a esto, el modelo estándar de las partı́culas
elementales esta confinado en tres dimensiones espa-
ciales. Sin embargo, la ley de gravitación de Newton,
es sensible a la presencia de dimensiones extra. Hasta
ahora la ley de gravitación a sido probada solamente
hasta escalas de una decima de milı́metro y se prevee
que puedan surgir desviaciones a la ley a escalas más
pequeñas.

Desde el punto de vista de la teorı́a de cuerdas, los mod-
elos mundos brana tratados en este trabajo, surgen del
modelo de Horava y Witten [8] en el cual el lı́mite de
acoplamiento fuerte de la teorı́a heterótica de cuerdas
E8×E8 a bajas energı́as, es descrito por una teorı́a de
supergravitación en once dimensiones, donde la oncea-
va dimensión es compactificada sobre un orbifold dota-
do con la simetrı́a Z2. Las dos fronteras del espacio-
tiempo son planos de diez dimensiones sobre los cuales
las teorı́as de gauge están confinadas. Tiempo despues,
Witten conjeturó que 6 de las 11 dimensiones se pueden
compactificar sobre una variedad de Calabi-Yau, cuyo
tamaño puede llegar a ser mas pequeño que el espacio
entre las dos branas [9]. Por lo tanto, en ese lı́mite el
espacio-tiempo tiene una estructura 5-dimensional con
dos branas de cuatro dimensiones inmersas en él [10].

Otro aporte importante a ésta lı́nea de investigación,
fue realizado por Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali
(ADD) ([11], [12]), quienes apartir de la idea inicial-
mente formulada por Antoniadis [13]; sugirieron que al
confinar el modelo estándar de las partı́culas elemen-
tales sobre una brana, el tamaño de la dimensión ex-
tra puede llegar a ser mucho más grande de lo que se
habı́a anticipado. Ellos consideraron un espacio volu-
men plano de (4+ d)-dimensiones, en el cual d dimen-
siones son compactas con radio R (topologı́a toroidal).
En este contexto, la masa de Planck 4-dimensional MP

y la masa de Planck en (4 + d)-dimensiones Mfund,
están relacionadas por

M2
P = M2

fundR
d

La gravitación presenta desviaciones de la ley de New-
ton solamente a escalas más pequeñas que R. Además,
como ésta se puede probar solamente a escalas de un

milı́metro, R deberá ser tan grande como una fracción
de un milı́metro.

Ahora, considerando que la geometrı́a del espacio vol-
umen no es plana, contrario al modelo de (ADD), Ran-
dall y Sundrum propusieron un modelo en el cual el
espacio volumen es una rebanada de un espacio-tiempo
Anti-de Sitter ([14], [15]), es decir, un espacio-tiempo
con una constante cosmológica negativa. Su descubrim-
iento consistió en que, debido a la curvatura del espacio
volumen, la ley de gravitación de Newton puede con-
servar su estructura sobre la brana de tensión positiva,
si se considera que la dimensión extra tiene un tamaño
infinito. Con esto, aparecen pequeñas correciones a la
ley de Newton y se restringen las posibles escalas del
modelo, por debajo del milı́metro.

Usualmente, en los modelos de mundos brana la cur-
vatura escalar sobre la brana no es tenida en cuenta.
Pero cuando esto sucede, es posible interpretarla co-
mo una corrección cuántica en el sector con contenido
material [16,17,18]. En este artı́culo consideraremos
éste término presente en la acción. También, consider-
aremos que la simetrı́a Z2 esta rota [19].

Este artı́culo esta organizado del siguiente modo: En la
sección 2 introduciremos las ecuaciones básicas para
un modelo que consiste de una brana inmersa en un
espacio volumen 5-dimensional, separando los dos vol-
umenes que poseen diferentes constantes cosmológi-
cas y diferentes acoplamientos gravitacionales. En la
sección 3 presentamos las ecuaciones generalizadas de
Friedmann sobre la brana. Finalmente, en la sección 4
expondremos algunas conclusiones.

2. Ecuaciones de Campo

Consideremos una brana b la cual separa dos espa-
cios volumen B1 y B2, con diferentes constantes cos-
mológicas Λ1 y Λ2 y masas de Planck M1 y M2 re-
spectivamente, rompiendo de este modo la simetrı́a Z2.
Asumimos por lo tanto que el espacio-tiempo B se di-
vide en dos, B = B1 ∪ B2, con una frontera común b:
∂B1 ∩ ∂B2 = b. La acción para este modelo es
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S = M3
1

[∫
B1

(R(1) − 2Λ1) − 2
∫

b

K(1)

]
+

M3
2

[∫
B2

(R(1) − 2Λ2) − 2
∫

b

K(2)

]

+
∫

B1

L5(g
(1)
ab , Φ) +

∫
B2

L5(g
(2)
ab , Φ) +∫

b

(m2R − 2σ) +
∫

b

L4(hab, φ) (1)

donde, R(i) son las curvaturas escalares de las métri-
cas 5-dimensionales g

(i)
ab , i = 1, 2. R es la curvatura

escalar de la métrica inducida h
(i)
ab = g

(i)
ab −n

(i)
a n

(i)
b so-

bre b, donde n
(i)
a son los campos vectoriales unitarios

de la normal a b, (escogemos h
(i)
ab = hab). Las canti-

dades K(i) = K
(i)
ab hab son las trazas de los tensores

simétricos de curvatura intrı́sica K
(i)
ab = hc

a∇(i)
c nb de b

en B1 y B2 respectivamente. (En éste artı́culo, usare-
mos la notación y convenciones de [20]). L 5(g

(i)
ab , Φ)

denota la densidad lagrangiana de los campos de ma-
teria Φ sobre el bulk y L4(hab, φ) es la densidad la-
grangiana de los campos de materia 4-dimensionales
φ, cuya dinámica es restringida a la brana b, tal que el-
los interactúan solamente con la métrica inducida hab

[21]. las integraciones sobre B1 y B2 , y sobre b son
tomadas, respectivamente, con los elementos naturales
de volumen

√
−g(i) d5x y

√−hd4x, donde g(i) y h
son los determinantes de las correpondientes métricas.
El sı́mbolo m denota la masa de Planck sobre b, Λ1 y
Λ2 son las constantes cosmológicas sobre B1 y B2, y
σ es la tensión sobre la brana.

Realizando la variación de la acción () obtenemos las
ecuaciones de movimiento para los espacios volumen
B1 y B2

G(1)
ab + Λ1g

(1)
ab =

1
M3

1

T
(1)
ab (2)

G(2)
ab + Λ2g

(2)
ab =

1
M3

2

T
(2)
ab (3)

y sobre la brana

m2Gab + σhab = M3
1 S

(1)
ab + M3

2S
(2)
ab + τab (4)

donde G(i)
ab y Gab son los tensores de Einstein sobre Bi

(i = 1, 2) y sobre b, S
(i)
ab ≡ K

(i)
ab − K(i)hab, Tab y τab

son respectivamente los tensores de energı́a impulso de
los campos de materia en 5 y 4 dimensiones .

los tensores S
(i)
ab se obtienen a partir de los tensores de

curvatura extrı́sica sobre la brana (un cálculo explı́cito

se puede ver en el apéndice de [25]) y por lo tanto la
ecuación (4) no es cerrada con respecto a la evolución
intrı́sica de la brana. Utilizaremos el Teorema Egregium
de Gauss y la ecuación de Codazzi [20], para obtener
una ecuación que solamente tenga en cuenta las canti-
dades 4-dimensionales sobre la brana.

G(1)
ab

n(1)an(1)b = −1

2
R +

1

2

[
(K(1))2 − K

(1)
ab

K(1)ab

]
(5)

G(2)
ab

n(2)an(2)b = −1

2
R +

1

2

[
(K(2))2 − K

(2)
ab

K(2)ab

]
(6)

como ya ha sido probado en [21], el tensor τab se
conserva de manera covariante sobre la brana si y sólo
si T

(i)
ab es una combinación lineal de g

(i)
ab y hab en la

brana. En este artı́culo no consideraremos campos de
materia en el espacio volumen (bulk), es decir, tomamos
T

(i)
ab = 0. Usando (2) y (3), obtenemos

R − 2Λ1 + K
(1)
ab K(1)ab − (K(1))2 = 0 (7)

R − 2Λ2 + K
(2)
ab K(2)ab − (K(2))2 = 0 (8)

donde se ha usado la propiedad g
(i)
ab n(i)an(i)b = 1.

Usando los tensores S
(i)
ab definidos previamene, y sus

trazas S(i) = habS
(i)
ab con i = 1, 2; obtenemos para las

ecuaciones (7) y (8)

R − 2Λ1 + S
(1)
ab S(1)ab − 1

3
(S(1))2 = 0 (9)

R − 2Λ2 + S
(2)
ab S(2)ab − 1

3
(S(1))2 = 0 (10)

escribiendo los tensores S
(1)
ab y S

(2)
ab en términos de las

cantidades Sab y Qab:

S
(1)
ab =

1
2
(Sab + Qab) (11)

S
(2)
ab =

1
2
(Sab − Qab) (12)

Y sumando las ecuaciones (9) y (10), y reemplazando
en (11) y (12) se tiene la ecuación

R−Λ1−Λ2+
1
4
(SabS

ab−1
3
S2)+

1
4
(QabQ

ab−1
3
Q2) = 0

(13)
Restando la ecuación (10) de (9) y usando nuevamente
(11) y (12) obtenemos

SabQ
ab − 1

3
SQ = 2(Λ1 − Λ2) (14)

Adicionalmente a las ecuaciones (13) y (14), consider-
aremos la ecuación de conservación

DaQa
b = 0 (15)
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la cual surge como consecuencia de la relación de Co-
dazzi (ver [20]) aplicada a los tensores S

(i)
ab . Estos ten-

sores son construidos a partir de las curvaturas extrı́nsi-
cas sobre cada lado de la brana. El sistema de ecua-
ciones (13), (14) y (15), constituye un sistema cerrado
de ecuaciones gravitacionales sobre la brana, donde Da

es la derivada covariante sobre la brana b, asociada con
la métrica inducida hab, y Q = Qabh

ab es la traza del
tensor Qab. Finalmente, usando la ecuación (4) después
de reemplazar (11) y (12), se obtiene lo siguiente

Sab =
2

(M3
1 + M3

2 )

[
m

2
Gab + σhab − 1

2
(M

3
1 − M

3
2 )Qab − τab

]
(16)

El sistema de ecuaciones (13)-(16) se debe resolver
para la métrica, los campos de materia y el campo ten-
sorial simétrico Qab, los cuales existen sobre la brana.

3. Ecuaciones de Friedmann

Ahora vamos a utilizar el sistema de ecuaciones (13)-
(16) en un contexto cosmológico, con el propósito de
hallar las ecuaciones generalizadas de Friedmann.

Supongamos un espacio maximalmente simétrico, y es-
cojamos las componentes Qa

b de la siguiente forma

Q0
0 = −β(t), Qμ

ν = δμ
ν q(t), μ, ν = 1, 2, 3 (17)

las cuales son compatibles con la homogeneidad e
isotropı́a del espacio-tiempo, aquı́ es importante aclarar
que β no tiene dimensiones de densidad (ver ec. (4)).
Primero que todo vamos a desarrollar explicitamente
(14). Para hacer ésto, se tiene en cuenta la métrica de
Robertson-Walker

ds2 = −dt2 + a2(t)
[

dr2

1 − kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θ dφ2)

]
(18)

Consideremos un fluido ideal sobre la brana como la
fuente del tensor energı́a-impulso

τa
b = diag(−ρ(t), p(t), p(t), p(t)) (19)

donde la densidad ρ(t) y la presión p(t) son independi-
entes de la posición sobre la brana, para poder garantizar
asi una cosmologı́a homogénea sobre ella. La traza del
tensor energı́a impulso es τ = −ρ + 3p, y la ecuación
covariante de conservación de la energı́a ∇aτa

b = 0
conduce a la relación

ρ̇ + 3
ȧ

a
(ρ + p) = 0 (20)

Teniendo en cuenta todo lo anterior, la ecuacion (14)
se puede ahora reescribir de manera explı́cita.

Comenzando con el término Sab Qab, y considerando
(16) α = (M 3

1 + M3
2 ) y η = (M 3

1 − M3
2 ), tenemos.

ab Qab =
2
α

{
m2

[
3β

a2
(ȧ2 + k) − 3q

a2
(2aä + ȧ2 + k)

]

+ σ(−β + 3q) − 1
2
η(β2 + 3q2) − (ρβ + 3pq)

}
(21)

donde hemos usado (17).
Del mismo modo, para SQ, donde S es la traza de

Sab, obtenemos para este caso

SQ = − 2

α

[
6m2

a2
(aä + ȧ

2
+ k) − 4σ − ρ + 3p +

1

2
η(−β + 3q)

]
(−β + 3q)

(22)

Sustituyendo la ecuación (21) y (22) en la expresión
(14)

m2

a2
(3q + β)(k + ȧ2) − pg(σ + ρ)+

β
(σ

3
− p − ηq − 1

3
ηβ − 2

3
ρ − 2m2ä

a

)
= α(Λ1 − Λ2)

(23)
y usando las expresiones para p y q

p = −ρ − a

3ȧ
ρ̇ (24)

q = −β − a

3ȧ
β̇ (25)

las cuales han sido obtenidas usando las ecuaciones de
conservación para τ b

a y Qb
a. Finalmente la ecuación (14)

toma la forma

2m2

[(
− ä

a
− ȧ2

a2
− k

a2
+

2(ρ + σ)
3m2

+
aρ̇

6m2ȧ

)
β+(

− ȧ

2a
− k

2aȧ
+

a(ρ + σ)
6m2ȧ

)
β̇

]
+

1
3
η

(
2β +

aβ̇

ȧ

)
β =

= α(Λ1 − Λ2)
(26)

ésta expresión se transforma en una derivada total si
se multiplica por a3ȧ; tal que al realizar la integración,
obtenemos

4m2β

(
H2 +

k

a2
− ρ + σ

3m2

)
− 2

3
(M3

1 − M3
2 )β2 =

−(M3
1 + M3

2 )
(

Λ1 − Λ2 +
C1

a4

)
(27)

donde H ≡ ȧ/a es el parámetro de Hubble, C1 es la
constante de integración, y además, se han sustituido α
y η.
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De manera analoga, podemos notar que en la expresión
(13) cada término es una derivada total luego de multi-
plicar por el factor a3ȧ

a3ȧ(R−Λ1−Λ2) =
d

dt

[
3a2(k+ ȧ2)− (Λ1 + Λ2)a4

4

]
(28)

a3ȧ

4
(
SabS

ab − 1
3
S2

)
=

− 1
12α2

d

dt

[
2a2(ρ + σ) + ηβa2 − 6m2(2k + ȧ2)

]2

(29)
a3ȧ

4
(
QabQ

ab − 1
3
Q2

)
= − 1

12
d

dt
(a4β2) (30)

podemos integrar Eq. (13), multiplicando (13) por a 3ȧ
y teniendo en cuenta las ecuaciones (28)-(30), entonces
obtenemos

m4

(
H2 +

k

a2
− ρ + σ

3m2

)2

=

(M3
1 + M3

2 )2
[
H2 +

k

a2
− Λ1 + Λ2

12
− C2

a4

]

+
1
3
(M3

1 − M3
2 )

[
m2β

(
H2 +

k

a2
− ρ + σ

3m2

)]

− 1
18

(M6
1 + M6

2 )β2

(31)

donde C2 es la constante de integración.
Vemos que para M1 = M2 = M la ecuación (27) se
simplifica y si además m = 0, la ecuación (31) se re-
duce a

H2 +
k

a2
=

Λ1 + Λ2

12
+

C2

a4
+

(ρ + σ)2

36M6
+

M6(Λ1 − Λ2 + C1/a4)2

16(ρ + σ)2

(32)

la cual corresponde a la ecuación (28) obtenida en [21].
Luego de asumir Λ1 = Λ2 y C1 = 0 en (32), ésta
ecuación se reduce a los resultados ya reportados en
[21,22,23,24].

section*Conclusiones Considerando que no hay con-
tenido material en el espacio volumen, hemos obtenido
un nuevo escenario para la evolución cosmológica so-
bre la brana, lo cual es manifiesto en el sistema cer-
rado de ecuaciones hallado anteriormente. Los resulta-
dos más relevantes están contenidos en la ecuación (27)
la cual determina el parámetro β, la ecuación (31), la
cual corresponde a una generalización de la ecuación
de Friedmann repecto a la encontrada en la cosmologı́a

estandar. En la cosmologı́a de branas hoy en dia existen
todavı́a muchos interrogantes, por ejemplo, la evolución
de las perturbaciones cosmológicas o la relación que
pueda existir entre los modelos de branas y una teorı́a
fundamental como la teorı́a de cuerdas. Si la masa de
Planck es del orden de magnitud predicho por la teorı́as
de branas, entonces es posible que en un futuro próxi-
mo se puedan observar evidencias experimentales de
los modelos de mundos branas, ya sea en experimentos
de tipo gravitacional o en colisionadores de partı́culas
tales como el LHC.
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