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Resumen

Estudiamos un sistema cerrado de ecuaciones para una brana inmersa en un espacio volumen 5-dimensional,
la cual separa dos espacios volumen con diferentes constantes cosmologicas y acoplamientos Newtoni-
anos, rompiendo de este modo la simetria de reflexién Z,. En este caso no consideramos la presencia de
materia en el espacio volumen, pero si tenemos en cuenta un término que contiene la curvatura escalar de
la métrica inducida sobre la brana, el cual, conduce a una modificacion de la cosmologia estandar sobre
la brana. Se obtienen tambien las ecuaciones modificadas de Friedmann.

Palabras Clave: Teorias alternativas de la gravitacion, Gravitacion en mas de cuatro dimensiones, Cos-

mologia.

Abstract

We study the closed system of equations for a brane embedded in a five-dimensional bulk space, separat-
ing two bulk volumens with different cosmological constants and Newtonian couplings, breaking the Z 5
symmetry of reflection. We do not consider matter content in the bulk, but include the term containing
the scalar curvature of the induced metric on the brane, which leads to modification of the standard brane
cosmology. The modified Friedmann’s equations are obtained.
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1. Introduccion

La idea de introducir dimensiones extra fue propuesta
inicialmente a comienzos del siglo XX por Nordstrom
y pocos afios despues por Kaluza y Klein [1]. En los
Gltimos tiempos ésta idea a sido nuevamente retoma-
da en las teorias que tratan de combinar los principios
de la Mecénica Cuantica y la Teoria de la Relatividad
General, en particular aquellas basadas en el principio
de supersimetria, especialmente las teorias de super-
cuerdas; que se expresan de una manera natural en mas
de cuatro dimensiones [2]. En este caso, la fisica usual

en 4D se obtiene a través del mecanismo de reduccidn
de Kaluza-KIein, es decir, se compactifican las dimen-
siones adicionales sobre una variedad de tamafio muy
pequerfio (del orden de la escala de Planck).

Desarrollos recientes en la teoria de cuerdas y la teoria
M han sugerido otra manera de compactificar las di-
mensiones extra. De acuerdo a estos planteamientos,
el modelo estandar de las particulas elementales se en-
cuentra confinado sobre una hipersuperficie (llamada
brana), la cual esta inmersa en un espacio de mayor di-
mensionalidad (llamado espacio volumen, el “Bulk™).
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Solamente la gravedad y otros tipos de campos, tales
como el dilaton, se pueden propagar en el espacio vol-
umen. En este contexto, nuestro universo se puede ver
como un objeto tipo brana. Esta idea surgi6 original-
mente de manera fenomenolégica (ver [3]-[7]) y tiempo
despues retomada en la teoria de cuerdas. Dentro del
escenario de los mundos brana, las restricciones sobre
el tamarfio de las dimensiones extra no son tan fuertes.
Debido a esto, el modelo estandar de las particulas
elementales esta confinado en tres dimensiones espa-
ciales. Sin embargo, la ley de gravitacion de Newton,
es sensible a la presencia de dimensiones extra. Hasta
ahora la ley de gravitacion a sido probada solamente
hasta escalas de una decima de milimetro y se prevee
que puedan surgir desviaciones a la ley a escalas més
pequefias.

Desde el punto de vista de la teoria de cuerdas, los mod-
elos mundos brana tratados en este trabajo, surgen del
modelo de Horava y Witten [8] en el cual el limite de
acoplamiento fuerte de la teoria heterdtica de cuerdas
Egx Eg a bajas energias, es descrito por una teoria de
supergravitacion en once dimensiones, donde la oncea-
va dimension es compactificada sobre un orbifold dota-
do con la simetria Z5. Las dos fronteras del espacio-
tiempo son planos de diez dimensiones sobre los cuales
las teorias de gauge estan confinadas. Tiempo despues,
Witten conjeturd que 6 de las 11 dimensiones se pueden
compactificar sobre una variedad de Calabi-Yau, cuyo
tamafio puede llegar a ser mas pequefio que el espacio
entre las dos branas [9]. Por lo tanto, en ese limite el
espacio-tiempo tiene una estructura 5-dimensional con
dos branas de cuatro dimensiones inmersas en él [10].

Otro aporte importante a ésta linea de investigacion,
fue realizado por Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali
(ADD) ([11], [12]), quienes apartir de la idea inicial-
mente formulada por Antoniadis [13]; sugirieron que al
confinar el modelo estandar de las particulas elemen-
tales sobre una brana, el tamafio de la dimension ex-
tra puede llegar a ser mucho més grande de lo que se
habia anticipado. Ellos consideraron un espacio volu-
men plano de (4 + d)-dimensiones, en el cual d dimen-
siones son compactas con radio R (topologia toroidal).
En este contexto, la masa de Planck 4-dimensional M p
y la masa de Planck en (4 + d)-dimensiones M fynd,
estan relacionadas por

2 2 d
MP = MfundR

La gravitacion presenta desviaciones de la ley de New-
ton solamente a escalas méas pequefias que R. Ademas,
como ésta se puede probar solamente a escalas de un
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milimetro, R debera ser tan grande como una fraccion
de un milimetro.

Ahora, considerando que la geometria del espacio vol-
umen no es plana, contrario al modelo de (ADD), Ran-
dall y Sundrum propusieron un modelo en el cual el
espacio volumen es una rebanada de un espacio-tiempo
Anti-de Sitter ([14], [15]), es decir, un espacio-tiempo
con una constante cosmoldgica negativa. Su descubrim-
iento consisti6 en que, debido a la curvatura del espacio
volumen, la ley de gravitacion de Newton puede con-
servar su estructura sobre la brana de tension positiva,
si se considera que la dimensibn extra tiene un tamafio
infinito. Con esto, aparecen pequefias correciones a la
ley de Newton y se restringen las posibles escalas del
modelo, por debajo del milimetro.

Usualmente, en los modelos de mundos brana la cur-
vatura escalar sobre la brana no es tenida en cuenta.
Pero cuando esto sucede, es posible interpretarla co-
Mo una correccion cuéntica en el sector con contenido
material [16,17,18]. En este articulo consideraremos
éste término presente en la accion. También, consider-
aremos que la simetria Z5 esta rota [19].

Este articulo esta organizado del siguiente modo: En la
seccion 2 introduciremos las ecuaciones bésicas para
un modelo que consiste de una brana inmersa en un
espacio volumen 5-dimensional, separando los dos vol-
umenes que poseen diferentes constantes cosmologi-
cas y diferentes acoplamientos gravitacionales. En la
seccibn 3 presentamos las ecuaciones generalizadas de
Friedmann sobre la brana. Finalmente, en la seccion 4
expondremos algunas conclusiones.

2. Ecuaciones de Campo

Consideremos una brana b la cual separa dos espa-
cios volumen B; y Bs, con diferentes constantes cos-
molbgicas A; y Ao y masas de Planck M, y Ms re-
spectivamente, rompiendo de este modo la simetria Z .
Asumimos por lo tanto que el espacio-tiempo B se di-
vide en dos, B = B1 U B», con una frontera com(n b:
0By N OBy = b. La accibn para este modelo es
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+

S =M} [/ (RW —2A;) — Q/K(U
B, b

M3 l/ (RW —2A,) — 2/K<2>
Bg b

+ / Ls(gY, @) + / Lo(g® @) +
Bl B2

/b (m?R - 20) + /b La(has, 6)

donde, R son las curvaturas escalares de las métri-
cas 5-dimensionales gfjb), i = 1,2. R es la curvatura
escalar de la métrica inducida h(b = g% —nn? so-
bre b, donde n(f) son los campos vectoriales unitarios
de la normal a b, (escogemos hffb) = hgp). Las canti-
dades K9 = K Jhab son las trazas de los tensores
simétricos de curvatura intrisica K\t = hevn, de b
en By y By respectivamente. (En éste articulo, usare-
mos la notacion y convenciones de [20]). L (gfjb), D)
denota la densidad lagrangiana de los campos de ma-
teria @ sobre el bulk y Ly4(ha, ¢) es la densidad la-
grangiana de los campos de materia 4-dimensionales
¢, cuya dindmica es restringida a la brana b, tal que el-
los interactian solamente con la métrica inducida h .
[21]. las integraciones sobre B, y Bs , y sobre b son
tomadas, respectivamente, con los elementos naturales
de volumen \/—¢g® d°z y /—hd*z, donde ¢V y h
son los determinantes de las correpondientes métricas.
El simbolo m denota la masa de Planck sobre b, Ay
A5 son las constantes cosmologicas sobre B y B, y
o es la tension sobre la brana.

@)

Realizando la variacion de la accion () obtenemos las
ecuaciones de movimiento para los espacios volumen
By By

1
g4y + Mgty = WT(S) )
1
g( )—I-A 9(2) M3 Téi) (3)
y sobre la brana
m2Gap + ohay = MPSY) + MZSY) + 7., (4)

donde g( y Gap son los tensores de Einstein sobre B;
(i = 1,2) y sobre b, Sflﬁ)) = K(EZ) KOhqp, Tap ¥ Tap
son respectivamente los tensores de energia impulso de
los campos de materia en 5y 4 dimensiones .

los tensores S((I? se obtienen a partir de los tensores de
curvatura extrisica sobre la brana (un calculo explicito
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se puede ver en el apéndice de [25]) y por lo tanto la
ecuacion (4) no es cerrada con respecto a la evolucion
intrisica de la brana. Utilizaremos el Teorema Egregium
de Gauss y la ecuacion de Codazzi [20], para obtener
una ecuacioén que solamente tenga en cuenta las canti-
dades 4-dimensionales sobre la brana.

1 1
g(g)n(l)an(l)b _ _§R +3 (KMW2 K((li)K(l)ab:| ©)

1 1
gﬁ)n(z)an(z)b _ _QR +3 (K@) _ Kii)K(Q)ab:| ©)

como ya ha sido probado en [21], el tensor 7., se
conserva de manera covariante sobre la brana si y solo

si Té) es una combinacion lineal de g y hap €N la
brana. En este articulo no conS|deraremos campos de
materia en el espacio volumen (bulk), es decir, tomamos

(z) = 0. Usando (2) y (3), obtenemos
(KW)2 =0

(K@) =0
(b — 1

R—2A; + K KW — )

R—2M; + K K@ — ®)

donde se ha usado la propiedad g n(9an

Usando los tensores S((;,;) definidos previamene, y sus
trazas S = h**S') con i = 1,2; obtenemos para las
ecuaciones (7) y (8)
(1) ab
R—2A; + 8, sW

~2sMP=0 @

R— 205 + 82 5@ab _ l(s<1>)2 —0 (0

escribiendo los tensores S(b y S ) en términos de las

cantidades Sup Y Qup:

1

Sup = 5 (Sab + Qub) (11)
1

Ser = 5(Sab =~ Qur) (12)

Y sumando las ecuaciones (9) y (10), y reemplazando
en (11) y (12) se tiene la ecuacion

o o l ab_l 2 1 ab_l 2\ __
R=A1—Ao+ - (Sab S = 25%)+2 (Qu@Q"—3Q%) =0

(13)
Restando la ecuacion (10) de (9) y usando nuevamente

(11) y (12) obtenemos

Saanb -

Adicionalmente a las ecuaciones (13) y (14), consider-
aremos la ecuacion de conservacion

D.Qy =0

25Q=2(0 —A) (1)

(15)
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la cual surge como consecuencia de la relacion de Co-
dazzi (ver [20]) aplicada a los tensores S(%). Estos ten-
sores son construidos a partir de las curvaturas extrinsi-
cas sobre cada lado de la brana. El sistema de ecua-
ciones (13), (14) y (15), constituye un sistema cerrado
de ecuaciones gravitacionales sobre la brana, donde D,
es la derivada covariante sobre la brana b, asociada con
la métrica inducida hap, Y Q = Qaph® es la traza del
tensor Q5. Finalmente, usando la ecuacion (4) después
de reemplazar (11) y (12), se obtiene lo siguiente

2

S, = ———|m
T (M3 M3)

2Gop + ohgp — %(M? — M3)Qab — Tab
(16)

El sistema de ecuaciones (13)-(16) se debe resolver

para la métrica, los campos de materia y el campo ten-

sorial simétrico D, los cuales existen sobre la brana.

3. Ecuaciones de Friedmann

Ahora vamos a utilizar el sistema de ecuaciones (13)-
(16) en un contexto cosmolégico, con el proposito de
hallar las ecuaciones generalizadas de Friedmann.

Supongamos un espacio maximalmente simétrico, y es-
cojamos las componentes @7 de la siguiente forma

Qo =-Bt), QL=2dkqt), pv=123 (17
las cuales son compatibles con la homogeneidad e
isotropia del espacio-tiempo, aqui es importante aclarar
que 3 no tiene dimensiones de densidad (ver ec. (4)).
Primero que todo vamos a desarrollar explicitamente
(14). Para hacer ésto, se tiene en cuenta la métrica de
Robertson-Walker

ds? = —dt* + a*(t)

+7r2(df? +sin? 0 do )}

(18)
Consideremos un fluido ideal sobre la brana como la
fuente del tensor energia-impulso

7y = diag(—p(t), p(t),p(t), p(t)) (19)
donde la densidad p(t) y la presion p(t) son independi-
entes de la posicion sobre la brana, para poder garantizar
asi una cosmologia homogénea sobre ella. La traza del
tensor energia impulso es 7 = —p + 3p, y la ecuacion
covariante de conservacion de la energia V.7 = 0
conduce a la relacion

dr
1—kr?

543 +p) =0 (20)

Teniendo en cuenta todo lo anterior, la ecuacion (14)
se puede ahora reescribir de manera explicita.
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Comenzando con el término S, Q*, y considerando
(16) a = (M3} + M3) y n = (M} — M3), tenemos.

abQ“b—g{m [Sﬁ( +k)—3—(2aa+a +k)]

o(—5+3q) - 577(ﬁ2 +3¢%) — (pB + 3pq)}
(21)
donde hemos usado (17).
Del mismo modo, para SQ, donde S es la traza de
Sap, Obtenemos para este caso
2 |:6m2
5Q=-=|—

o

1
(a?i+d2+k)—4<f—p+3p+5n(—ﬁ+3rJ) (-8 +39)

@2
Sustituyendo la ecuacion (21) y (22) en la expresion
(14)

m?2
—7 B+ B)(k +a®) —py(o +p)+

2 2m2
)

1
5(%—p—nq—§nﬂ—§p— =a(A — Ay)
(23)
y usando las expresiones parap y ¢
a
=P (24)
q:—ﬁ—;ﬂ (25)
a

las cuales han sido obtenidas usando las ecuaciones de
conservacion para 78 y Q. Finalmente la ecuacion (14)
toma la forma

a a® k Z(p—l—o)
”ﬁ[(‘;‘af‘aﬁ 32 6m2>ﬁ+
a k alp+0))\ : 1 af} _
<_2_a_%+ 6m2a )5] 3" <2ﬁ+ )5
:Oé(Al—AQ)
(26)

ésta expresion se transforma en una derivada total si
se multiplica por aa; tal que al realizar la integracion,
obtenemos

k  p+o 2
g1+ 5 = BET) S0 - ey -
C
(M} 4 M) <A1 ret+ &
(27)

donde H = a/a es el pardmetro de Hubble, C es la
constante de integracion, y ademas, se han sustituido «

yn.



De manera analoga, podemos notar que en la expresion
(13) cada término es una derivada total luego de multi-
plicar por el factor a®a

4
Ba(R— Ay~ Ag) = L [302 (k4 a2) - LT A2
(28)
aa o Lo
T(Sabs - 55 ) =
1 df, ., , ) IRE
- 12042&[2“ (p+0) +nBa” — 6m=(2k + a”)
(29)

3 1 1
T Que™ ~ 3@7) = (@) (30
podemos integrar Eq. (13), multiplicando (13) por a3a
y teniendo en cuenta las ecuaciones (28)-(30), entonces
obtenemos

k  p+o 2
4 H2 v _
m( Tz 3m?

E Ai+A C

(Mf+M23)2|:H2+§—%—a—42:|
(31)

Lors 3y (.2 2k pto

1
18
donde C; es la constante de integracion.
Vemos que para M; = M, = M la ecuacion (27) se
simplifica y si ademas m = 0, la ecuacion (31) se re-
duce a

(M7 + M3)3*

k' Ai+Ay Cy  (p+0)?
pry it 2 WPTO)T
+ a? 12 + at + 3606 + (32)
MG(Al — Ay + Cl/a4)2
16(p+0)?

la cual corresponde a la ecuacion (28) obtenida en [21].
Luego de asumir A; = A y C; = 0 en (32), ésta
ecuacion se reduce a los resultados ya reportados en
[21,22,23,24].

section*Conclusiones Considerando que no hay con-
tenido material en el espacio volumen, hemos obtenido
un nuevo escenario para la evolucion cosmolégica so-
bre la brana, lo cual es manifiesto en el sistema cer-
rado de ecuaciones hallado anteriormente. Los resulta-
dos mas relevantes estan contenidos en la ecuacion (27)
la cual determina el parametro 3, la ecuacion (31), la
cual corresponde a una generalizacion de la ecuacion
de Friedmann repecto a la encontrada en la cosmologia

estandar. En la cosmologia de branas hoy en dia existen
todavia muchos interrogantes, por ejemplo, la evolucion
de las perturbaciones cosmolbgicas o la relacion que
pueda existir entre los modelos de branas y una teoria
fundamental como la teoria de cuerdas. Si la masa de
Planck es del orden de magnitud predicho por la teorias
de branas, entonces es posible que en un futuro proxi-
mo se puedan observar evidencias experimentales de
los modelos de mundos branas, ya sea en experimentos
de tipo gravitacional o en colisionadores de particulas
tales como el LHC.
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