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Dinámica de un sistema de dos niveles controlado por un campo
externo acoplado a un detector no lineal
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Resumen

Se presenta un qubit de flujo controlado por medio de un campo externo periódico en el tiempo, con un
transistor electrónico simple en su régimen no lineal, como detector. Se considera el ambiente del qubit
representado por el detector, el cual a su vez está acoplado a un ambiente Ohmico. Por medio de la
ecuación maestra de Floquet-Born-Markov se analiza el comportamiento de la diferencia de poblaciones
en el qubit, presentando el efecto del acoplamiento del sistema de dos niveles con el detector: este exhibe
picos antiresonantes debido a transiciones multifotónicas entre estados de Floquet.
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Abstract

We study a qubit system externally driven by a time periodic external field, with a single electron transistor
in the nonlinear regime as the detector of the qubit’s state. The qubit’s dissipative dynamics mainly takes
place due to the linear coupling with the detector; the latter is, in turn, coupled to an Ohmic enviroment.
In the Born-Markov regime, we calculate the qubit’s populations difference in presence of the detector:
we find antiresonant peaks due to multiphoton transitionss between Floquet states.

Keywords: Flux qubits, dc-SQUID, nonlinear oscillator, Born-Markov master equation
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1. Introducción

Bits cuánticos (qubits) superconductores son can-
didatos promisorios para la implementación de com-
putadoción cuántica, debido a su escalabilidad y alto
grado de control macroscópico. Varios diseños de cir-
cuitos superconductores se han realizado involucrando
junturas Josephson, definiendo el estado del qubit por
medio de las variables dinámicas del circuito (carga, flu-
jo, diferencia de fase, etc.). Una manera de implementar
un qubit o sistema de dos niveles (TSS), es definir su es-
tado a través de la carga superconductora presente en un

capacitor formado por una juntura Josephson [3] (caja
de pares de Cooper). Trabajos experimentales y teóri-
cos se han hecho considerando como detector un tran-
sistor electrónico simple (SET) acoplado linealmente al
sistema de dos niveles. El SET es modelado por medio
del Hamiltoniano de un oscilador armónico bicuadrático
(CHO) [2]. El ambiente disipativo del qubit está rep-
resentado por el SET, que a su vez está acoplado a un
baño Ohmico. Se presenta un control externo periódi-
co en el tiempo sobre el qubit, de esta forma la com-
petencia entre este control externo y la dinámica del
sistema acoplado TSS-CHO genera transiciones multi-
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fotónicas adicionales, las cuales pueden ser explicadas
considerando el espectro del sistema acoplado.

2. Qubit controlado acoplado linealmente a un de-
tector macroscópico no lineal

El sistema de dos niveles es descrito por el siguiente
Hamiltoniano (� = 1) [8],

Hqb(t) = −Δ
2

σ̂x −
ε(t)
2

σ̂z , (1)

donde σ̂i son las matrices de Pauli, Δ es la energı́a
de tunelamiento y ε(t) = ε0 + ε cos(ωext) describe el
efecto combinado del control periódico en el tiempo
con frecuencia ωex (control ac), y la asimetrı́a. Cuando
ε = 0, la separación entre los niveles viene dada por la
siguiente expresión

ν =
√

ε2
0 + Δ2 . (2)

El TSS es disipado exclusivamente por el acoplamiento
lineal con el detector, el cual es modelado a través de un
oscilador armónico bicuadrático. El Hamiltoniano del
sistema total viene dado por

H(t) = Hqb(t)+g(a+a†)σ̂z+Ωaa†+
α

4
(a+a†)4, (3)

donde g es la constante de acoplamiento entre el TSS y
el detector, Ω es la frecuencia propia del detector, a† (a)
es el operador de creación (destrucción) en la dinámica
del detector en su régimen lineal y, finalmente, α es la
no linealidad del detector.

3. Formalismo de Floquet

Para reducir la complejidad de un sistema fı́sico,
puede ser conveniente analizar sus simetrı́as para obten-
er un bosquejo apropiado de las soluciones de las
ecuaciones de movimieto. En mecánica cuántica, una
simetrı́a es expresada por medio de un operador S que
deja invariante la ecuación de Schrödinger(

H(t)− i
∂

∂t

)
|ϕ(t)〉 = 0, (4)

es decir, que conmuta con el operador H(t) − i∂ t. De
esta forma, las soluciones de la ecuación de Schrödinger
son, salvo por un factor de fase, funciones propias del
operador de simetrı́a [9].

Para un Hamiltoniano periódico en el tiempo ω ex,
H(t) = H(t + 2π

ωex
), de frecuencia ωex, el operador

de simetrı́a relacionado es una traslación discreta en el
tiempo por un periodo T = 2π

ωex
,

ST : t→ t + T. (5)

Como la operación de simetrı́a dada conserva la norma
de la función de onda, los valores propios de S son fac-
tores de fase puros y se puede asumir para una función
propia |ϕ(t)〉 el valor propio exp(−iθ), θ ∈ R,

ST |ϕ(t)〉 = |ϕ(t + T )〉 = e−iθ|ϕ(t)〉 . (6)

Ası́, por una parte, la ecuación Schrödinger para un
Hamiltoniano periódico en el tiempo sugiere una solu-
ción de la forma:

|ϕ(t)〉 = e−iεt|φ(t)〉; (7)

por otro lado, la ecuación de valores propios (6) sug-
iere la condición, φ(t) = φ(t + T ). Ası́ que para un
sistema que obedece una simetrı́a traslacional discreta
en el tiempo, hay un conjunto completo {ϕα} de solu-
ciones de la ecuación de Schrödinger de la forma:

|ϕα〉= e−iεαt|φα(t)〉, (8)

|φα(t)〉= |φα(t + T )〉 , (9)

conocido como el teorema de Floquet. Las soluciones
(9), se denominan estados de Floquet.

Sin embargo, una solución general de la ecuación de
Schrödinger (4) está dada por una superposición de mu-
chos estados de Floquet,

|ϕ(t)〉 =
∑

α

uαe−iεt|φα(t)〉 (10)

y en general no es de la forma (7). Los estados de
Floquet |φα(t)〉 no son soluciones de la ecuación de
Schrödinger, en contraste con |ϕα〉. Los términos εα

tienen dimensiones de energı́a y en sistemas controla-
dos periódicamente juegan un rol análogo al de las en-
ergı́as en sistemas independientes del tiempo. En ana-
logı́a al cuasimomento de los electrones en sistemas
periódicos espacialmente, estos términos son denomi-
nados cuasienergı́as.

Reemplazando (7) en la ecuación de Schrödinger, se
obtiene la ecuación de valores propios para los estados
de Floquet [10],

H(t)|φ(t)〉 = ε|φ(t)〉, (11)

con el Hamiltoniano de Floquet dado por:

H = H(t)− i
∂

∂t
. (12)

3.1. Espacio de Hilbert compuesto

El estado |ϕ(t)〉 de un sistema, como también los es-
tados de Floquet |φ(t)〉, son elementos del espacio de
Hilbert R, el cual describe los grados de libertad del
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sistema. Para una partı́cula ligada a moverse en un po-
tencial, R es el espacio de funciones de cuadrado inte-
grable. En muchos casos, R puede ser aproximado por
un espacio de Hilbert de dimensión finita.

Es posible describir la dependencia temporal de los
estados de Floquet en el marco de una teorı́a del espa-
cio de Hilbert. De acuerdo a la ecuación (9), los esta-
dos de Floquet son elementos del espacio de funciones
periódicas de frecuencia ωex, denotado por T [11]. Un
producto interno sobre T es definido por:

{f, g} =
ωex

2π

∫ 2π
ωex

0

dtf∗(t)g(t) (13)

y un conjunto de funciones base ortonormalizadas:

ϕn(t) = e−inωext, n ∈ Z. (14)

Para una notación independiente de la base, se definen
los vectores |n〉T de la siguiente forma

ϕn(t) = 〈t|n〉T . (15)

Para evitar confusión con elementos del espacio R, se
ha etiquetado estos vectores con el subindice T . El con-
junto base {ϕn} es ortonormal y completo,

ωex

2π

∑
n

ϕ∗n(t)ϕn(t′) = δT (t− t′), (16)

donde δT (t) denota la función delta de Dirac periódica
en el tiempo.

Se puede combinar la dependencia periódica en el
tiempo de los estados de Floquet con sus grados de lib-
ertad espacial y se interpretan como elementos de un
espacio de Hilbert compuesto R⊗ T . El producto in-
terno (13) es extendido de la siguiente forma,

〈〈φ|φ′〉〉 =
ωex

2π

∫ 2π/Ω

0

dt〈φ(t)|φ′(t)〉. (17)

Los elementos de espacio de Hilbert compuesto, escritos
en la “representación temporal”, son estados periódicos
en el tiempo con frecuencia ωex,

〈t|φ〉 ≡ |φ(t)〉 = |φ(t + T )〉 (18)

La descomposición de un estado |φ(t)〉 en un conjun-
to de funciones base (14) es equivalente a su repre-
sentación en series de Fourier,

|φα(t)〉=
∑

n

e−inωext|cα,n〉 , (19)

|cα,n〉=
ωex

2π

∫ 2π/ωex

0

dteinωext|φα(t)〉. (20)

Los modos de Fourier en este contexto son también lla-
mados canales de Floquet.

4. Ecuación maestra de Floquet-Born-Markov

En esta se unifica la aproximación de la ecuación
maestra Markoviana con el formalismo de Floquet de-
scrito en secciones anteriores. Este tratamiento es ade-
cuado cuando se considera un acoplamiento débil entre
el sistema y su entorno, para una intensidad arbitraria
del control externo, puesto que el formalismo de Flo-
quet es exacto. Para comenzar con esta descripción de
la ecuación maestra, se proyecta la matriz densidad so-
bre un conjunto de soluciones de Floquet {|φα(t)〉}.
Esta selección no es única ya que hay un número in-
finito de vectores propios del Hamiltoniano de Floquet
que corresponden a la misma solución de la ecuación
de Schrödinger. La matriz densidad es representada de
la siguiente forma

ρα,β = 〈φα(t)|ρ(t)|φβ(t)〉. (21)

Derivando con respecto al tiempo esta expresión se ob-
tiene

ρ̇α,β(t) =−i〈φα(t)|
[
i

←−
d

dt
ρ + [H(t), ρ]+

iLρ + iρ
d

dt

]
|φβ(t)〉 . (22)

Para expresar el superoperador L en esta base, es nece-
sario calcular los siguientes términos:
i) El valor medio del operador de posición:

xα,β(t) = 〈φα(t)|x|φβ(t)〉 =
∑

n

e−nωextxαβ,n.

(23)
La transformada de Fourier del valor medio del oper-
ador xαβ,n puede ser expresado en términos de la trans-
formada de Fourier de los estados de Floquet (19), de
la siguiente forma

xαβ,n =
∑

j

〈cα,j |x|cβ j+n〉. (24)

ii) Los términos de ruido y fricción:

Qαβ(t) =∫ ∞
0

dτK(τ)〈φα(t)|U †0 (t− τ, t)xU0(t− τ, t)|φβ(t)〉

=
∫ ∞

0

dτK(τ)e−i(εα−εβ)τ 〈φα(t− τ)|x|φβ(t− τ)〉

=
∑

n

e−inωext

[∫ ∞
0

dτK(τ)e−i(εα−εβ−nωex)τ

]
xαβ,n.

(25)

De manera análoga se obtiene
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Figura 1. (Gráfica superior) Comportamiento de la diferencia de poblaciones en el sistema de dos niveles, considerando el detector en su
régimen lineal (lı́nea contı́nua) y en su régimen no lineal (lı́nea punteada). Los picos antiresonantes presentan un corrimiento de acuerdo a la
condición de resonancia dada por la Ec. (38). (Gráfica inferior) Espectro de cuasienergı́as de Floquet considerando el detector en el régimen
no lineal. Como se puede observar, los picos antiresonantes corresponden a anticruces, o intercambio de fotones entre estados de Floquet.

Pαβ(t) =∫ ∞
0

dτγ(τ)e−i(εα−εβ)τ 〈φα(t− τ)|p|φβ(t− τ)〉

= −m

2

∫ ∞
0

dτγ(τ)e−i(εα−εβ)τ ×(
〈φα(t− τ)|[±i

←→
d

dt
+ H(t), x]|φβ(t− τ)〉−

i
d

dt
〈φα(t− τ)|x|φβ(t− τ)〉

)

=−m

2

(
εα − εβ − i

d

dt

)
×[∫ ∞

0

dτγ(τ)e−i(εα−εβ)τxα,β(t− τ)
]

. (26)

En la anterior expresión se ha utilizado la derivada tem-

poral ±
←→
d
dt , donde el signo positivo (negativo) corre-

sponde a la aplicación de la derivada a la izquierda
(derecha). En la segunda lı́nea se ha usado la relación

canónica p/m = −i[x, H(t)]. Los términos (25) y (26)
adoptan la siguiente forma en la base de Floquet:

(P + Q)αβ =
∑

n

e−inωexNαβ,−n xαβ,n, (27)

(P −Q)αβ =
∑

n

e−inωexNαβ,n xαβ,n, (28)

donde Nαβ,n es definido de la siguiente forma

Nαβ,n = N(εα − εβ + nωex),

N(ε) = J(|ε|)[nth(|ε|) + Θ(−ε)], (29)

en términos de la densidad de estados del baño J(|ε|),
el número de ocupación bosónico

nth(ε) =
1
2

[
coth

(
ε

2kBT

)
− 1
]

, (30)

y la función de Heaviside Θ(x).
Se puede notar que la función N(ε) en (29) diverge

para bajas energias (s < 1). Esto indica que la aproxi-
mación perturbativa no es apropiada para entornos cuya
densidad espectral es sub–Óhmica. Por esta razón se
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establece la restricción a entornos con densidades es-
pectrales Óhmica ó super–Óhmica.

La ecuación maestra Markoviana en la base de los
estados de Floquet tiene la siguiente forma [12,13],

ρ̇αβ(t) = −i(εα − εβ)ραβ(t) +
∑
α′,β′

∑
n,n′

e−i(n+n′)ωext ×

[(Nαα′,n + Nββ′,n′)xαα′,n ραβ′ xβ′β,n′−
Nβ′α′,−n′xα,β′,nxα′,β′,n′ρα′β−
Nβ′α′,n′ραβ′xβ′,α′,n′xα′,β,n] . (31)

Llevando a cabo una aproximación de onda rotante
moderada [14], que consiste en reemplazar aquellos
términos que dependen del tiempo por su promedio tem-
poral sobre el periódo del control externo T = 2π/ω ex,
se obtiene como resultado la siguiente expresión

ρ̇αβ(t) =
∑
α′β′
Mαβ,α′β′ρα′β′(t)

=
∑
α′β′

[−i(εα − εβ)δαα′δββ′ + Lαβ,α′β′ ]ρα′β′(t),

(32)

con las ratas de disipación

Lαβ,α′β′ =
∑

n

(Nαα′,−n + Nββ′,−n)xαα′,nxβ′β,−n

−δαα′
∑
α′′;n

Nα′′β′,−nXβ′α′′,−nxα′′β,n

−δββ′
∑
β′′;n

Nβ′′α′,−nXαβ′′,−nxβ′′α′,n .

(33)

El operadorM en la ecuación (32) es una matriz de di-
mensión 4m2×4m2, cuando el espacio de Hilbert total
del oscilador anarmónico ha sido truncado a un subespa-
cio m–dimensional. Con fines prácticos, en el presente
trabajo se ha tomado m = 25. De esta forma el op-
eradorM puede ser diagonalizado numéricamente por
medio de un procedimiento estándar. Este procedimien-
to puede ser formalizado en términos de una transfor-
mación de diagonalización S por la siguiente ecuación
de valores propios∑
γδ,γ′δ′

(S−1)αβ,γδMγδ,γ′δ′Sγ′δ′,α′β′ = Γαβδαα′δββ′ ,

(34)
donde Γαβ , representa los valores propios del operador
M. La ecuación maestra (32) preserva la traza del op-
erador densidad ρ, por tanto hay valores propios Γαβ ≡
Γ∞αβ = 0 que caracterizan la solución estacionaria de

la ecuación maestra ρ∞αβ . Como consecuencia de la es-
tructura de la ecuación (32), hay dos clases de valores
propios del operadorM: i) la primera clase tiene parte
imaginaria nula correspondientes a valores propios in-
dividuales (asociados a la relajación) y ii) la segunda
clase, conformada por valores propios con parte imag-
inaria no nula, corresponden a pares de valores pro-
pios conjugados complejos (asociados al desfasamien-
to), es decir, Γ(1)

αβ,min = Γ(2)∗
αβ,min, con el valor absoluto

mas pequeño, distinto de cero, en la parte real del con-
junto de valores propios. Finalmente, la solución de la
ecuación maestra puede ser formalmente escrita de la
siguiente forma

ραβ(t) = ρ∞αβ+
∑

γδ,γ′δ′
Sαβ,γδ(S−1)γδ,γ′δ′eΓγδtργ′δ′(t0)

(35)
El primer término al lado derecho de la anterior
ecuación corresponde a la solución estacionaria de la
ecuación maestra (32), el resto de los términos son de-
spreciados cuando se considera el comportamiento del
operador densidad para largos tiempos:

0 = −i(εα − εβ)�αβ +
∑
α′β′
Lαβ,α′β′�α′β′ . (36)

De esta forma se puede calcular la diferencia de pobla-
ciones 〈σ̂z(t)〉∞ =

∑
αβ �αβ σ̂zβα(t) y la respuesta

no lineal del detector 〈X(t)〉∞ =
∑

αβ �αβXβα(t),
en el estado de equilibrio. En particular, el val-
or medio de la diferencia de poblaciones viene da-
do por la expresión P∞ =

∑
αβ �αβ σ̂z βα,0, donde

σ̂z βα,0 =
∑

j〈φ̂α j |σ̂z |φ̂β j〉. Cuando se eliminan aque-
llos términos que contribuyen con altas frecuencias,
la respuesta no lineal está determinada por 〈X 〉 =
A cos (ωext + ϕ), con la amplitud de oscilación A =
2
∣∣∣∑αβ �αβXβα,+1

∣∣∣.
5. Resultados y discusión

Considerando el régimen donde el acoplamiento entre
el TSS y el detector, el control externo y la no linealidad,
son pequeños comparados con otras escalas de energı́a
(g, ε, α
 Ω, ν, ωex), se puede realizar un análisis acer-
ca del comportamiento de la diferencia de poblaciones
en el TSS. El Hamiltoniano de Floquet se puede repre-
sentar como la suma de una parte diagonal, la cual se
interpreta como un Hamiltoniano no perturbado, y otra
no diagonal que se interpreta como una perturbación,
teniendo en cuenta el régimen inicialmente planteado.

La parte diagonal del Hamiltoniano viene dada por
la siguiente expresión
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(H)g(e)mn,g(e)mn = ∓ν

2
+mΩ+

3
4
αm(m+1)+nωex

(37)
donde se ha utilizado la base {|g/e, m, n〉} que se
compone de los dos posibles autoestados del TSS (g–
fundamental, e–excitado), de los estados de la parte lin-
eal del detector (m, oscilador armónico) y, finalmente,
del ı́ndice de Fourier (n).

A partir de la expresión (37) se pueden obtener aque-
llos valores de la asimetrı́a en el TSS ε, donde el Hamil-
toniano no perturbado presenta estados degenerados.
La degeneración se remueve como efecto de la pertur-
bación o parte no diagonal. De esta forma se establece
las condición en la asimetrı́a del TSS para la cual hay
intercambio de fotones:

ν ≈ nωex±mΩ± 3
4
αm(m + 1). (38)

En consecuencia, se presentan transiciones entre difer-
entes estados de Floquet, afectando la diferencia de
poblaciones en el TSS. Los picos antiresonantes se pre-
sentan bajo la condición mencionada, para el segundo
(mas relevante, m = −1, n = 1) se presenta cómo el
control externo induce transiciones desde |g, 0〉 hacia
|e, 1〉, donde el acoplamiento directo del detector con el
ambiente causa un rápido decaimiento: |e, 1〉 → |e, 0〉
[8,7]. La transición |g, 0〉 → |e, 0〉 compite con el de-
caimiento |e, 0〉 → |g, 0〉, pero este último proceso es
mucho mas lento debido a que el TSS no está directa-
mente acoplado al ambiente, por tanto hay una inversión
en la población.

6. Conclusiones

Se ha presentado un análisis cuantitativo del efecto
de un detector no lineal sobre el comportamiento de la
dinámica de un sistema de dos niveles o qubit a par-
tir del cálculo directo de la diferencia de poblaciones,

considerando que el ambiente de este último está repre-
sentado exclusivamente por el acoplamiento con el de-
tector. Se encuentra que el efecto del acoplamiento del
sistema de dos niveles con el detector produce picos an-
tiresonantes debido a transiciones multifotónicas entre
estados de Floquet.
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